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| = Reaalilukujen algebralliset aksioomat

M faikli oppilaan osal ajoissa paikalle. Falls matomatitkan Russsifle on io tutuotua Lu-

Aloitamme “tavallisten lukujen” eli reaalilukujen méérittelylld. Kurssin siséllysluettelosta kirjan
lopusta néette kaikki aiheet.

Shia En ole erityisen hyvé laskemaan pédssidlaskuja. Mekaaniset laskut vdhénkin suuremmilla

luvuilla, jakokulma ja monet muut tuottavat ongelmia ...

Ali murehdi joutavia. Jakokulma joutaa museoon virttindn viereen. Vihinkin suuremmat luvut ja
mekaaniset laskut ja lausekkeet — jopa todistustehtdvissd — naputtelemme tietokoneelle. Emme voi
tuhlata kallista aikamme joutaviin laskelmiin ja rutiineihin. Arvioinnit ja varmistukset ovat tirkeiti,
mutta ne opitaan kdytdnnossd aikaa myoten. Panostamme ymmarrykseen, ideointiin ja luovuuteen!

Mutta aloittakaamme. Mita 6 mabhtaa tarkoittaa?

Silavati Vaarallisen nékéinen silmukka ... oppilaiden lukumééra ... kuusi ...

Talld kurssilla emme kiinnitd huomiota numeroiden ulkomuotoon emmeka sanottavasti lukujen
rakenteeseen. Tarkoituksena on selvittdd lukujen olemusta ja ominaisuuksia.

Lasnd olevien opiskelijoiden lukumééréd on todellakin 6. Emme kuitenkaan voi sitoa lukuja meihin,
lumikiteiden sakaroiden méadrdan, muuttoreitteihin tai edes Linnunrataan. Luvut muodostavat ma-
tematiikan kulmakiven, joten niiden tulee olla mahdollisimman riippumattomia. Matematiikan pitia
péted jopa toisissa taivaankolkissa, aivan erilaisissa olosuhteissa. Kenties matemaatikot sielld ovat
leppékertun kokoisia, mutta matematiikka toimii silti.

LOGIIKKAA, JOUKKO-OPPIA JA MUITA PERUSKASITTEITA ESITTELEN LIITTEISSA SIVULTA
184 ALKAEN.

LUENTOJA TUKEE HELPPOKAYTTOINEN ILMAISOHJELMA WOLFRAMALPHA. AVAINSANAT LOYDAT
TEKSTIN LOMASTA.

LUENTOJA TUKEE MYOS MATEMATIIKKAOHJELMA MATHEMATICA, MUTTA OPISKELU EI EDELLYTA
SEN TUNTEMISTA. MATHEMATICA-LIITTEIDEN LUETTELO ON SIVULLA 197.




Erds mahdollisuus olisi ldhted jostain, jota on kaikkialla. Miké sellainen olisi?

Séranao Ei sellaista olekaan! ... niin paitsi juuri sité, ettei ole ... olematonta, sitd on kaikkialla ...
jos nyt ndin voi sanoa ...

Hyvéa havainto. Todellakin, 1dhtokohdaksi voidaan ottaa tyhjikké eli joukko, jossa ei ole yhtddn
alkiota. Néin teki Ernst Zermelo vuonna 1908 mairitellessdén luonnolliset luvut. Hin asetti tyhja-
kon tarkoittamaan lukua 0. Nyt on siis jo muutakin kuin pelkkii tyhjaa, nimittdin juuri tuo luku 0.
Zermelo madritteli:

0 = tyhjakko

1 = joukko, jonka alkio on 0
2 =joukko, jonka alkio on 1
3 = joukko, jonka alkio on 2

(Yia Voidaanko ajatella, etti jos parveen, jossa on n lintua, tulee yksi lintu lisdd, niin silloin par-

vessa on {n} lintua?

Tasmélleen ndin. Zermelon luonnollinen luku on ikd4n kuin sipuli, joissa on kyseisen luvun ilmoit-
tama maérd kuoria ja ytimend on tyhjakko. Sipulimaisuus nédkyy, jos luku kirjoitetaan pelkédstdin
tyhjakon @ ja joukkosulkeiden avulla. Esimerkiksi luku 6 on Zermelon mukaan

{{{{{{@}}}}}}

Luonnollisista luvuista saadaan murtoluvut pareina. Esimerkiksi luku 2/, voidaan tulkita lukujen 2 ja
3 muodostamaksi pariksi. Murtoluvuista voidaan edelleen rakentaa muut luvut. Perusajatuksena on
konstruoida monimutkaisemmat luvut yksinkertaisempien avulla. Vaikuttaa helpolta, mutta lento
esimerkiksi lukuun 7 on pitkd ja matka on tdynné turbulensseja.

Talla kurssilla ldhestymme lukuja toisesta ndkokulmasta. Maérittelemme luvut eli tarkemmin sa-
nottuna reaaliluvut olennoiksi, jotka liittyvét toisiinsa tiettyjen yksinkertaisten ehtojen eli aksioo-
mien mukaan. Kutsumme olentojamme alusta asti luvuiksi, vaikka ne oikeastaan ovat lukuja vasta
taytettyddn kaikki asetetut aksioomat.

Emme ajattele lukuja eristettyind saarekkeina, vaan liitimme niihin olemassaoloa, laskutoimituksia
ja suuruuden vertailua. Otamme kayttoon my0s pari erityistd lukua.

Rek Miti ne ovat?

Nolla ja yksi. Kaikilla luvuilla on my6s vastaluku ja melkein kaikilla kdénteisluku. Ndidenkin ole-
massaolosta tdytyy sopia aksioomassa. Mutta aloittakaamme. Tavoitteena on mééritelld luvut kuvai-
lemalla perusomaisuudet, jotka lukujen tulee tayttdd. Tarkastelu jakautuu kolmeen osaan: algebraan,
jarjestykseen ja tdydellisyyteen. Hahmottelin péivélld reaalilukujen méaritelméa esittdvin kaavion.




REAALILUVUT

Al A5
vaihdantalaki A7 vaihdantalaki
osittelulaki
A2 A6
litantalaki litantalaki
A3 A8
nolla 0 yksi 1

l
A4 A9

vastaluku kaanteisluku

yhteen- kerto-

lasku lasku
J3 J4

luvun lisddminen positiivisten tulo
K tran5|t||V|suus j
Jarjestys
taydellisyys

Reaaliluvut ovat olentoja, jotka noudattavat kaavion aksioomia.
Jarjestelman perustana on logiikka ja joukko-oppi.

* ALGEBRALLISET AKSIOOMAT A1 - A9 sivu 4
* JARJESTYSAKSIOOMAT J1 - J4 sivu 15
* TAYDELLISYYSAKSIOOMA sivu 19




REAALILUKUJEN ALGEBRA Reaalilukujen cli lyhyesti lukujen joukossa médritelldén yhteen-
lasku ja kertolasku siten, ettd lukuihin x ja y liittyy aina méaaratty luku,

e lukujen xjay summa x + y,
e Jukujen x ja y tulo x - y eli lyhyemmin xy, mikali epédselvyyksid ei synny,

joille patevit

ALGEBRALLISET AKSIOOMAT
Al | x+y=y+x - yhteenlaskun vaihdantalaki
A2 | x+(y+2)=Kx+y)+z - yhteenlaskun liitdntélaki

A3 | On olemassa luku nolla eli 0 siten, ettd kaikilla luvuilla x patee x + 0 = x.

A4 | Jokaista lukua x vastaa vastaluku —x siten, ettd x + (—x) = 0.

AS | xy =yx « kertolaskun vaihdantalaki
A6 | x(yz) = (xy)z - kertolaskun liitantilaki
A7 | x(y+2)=xy+xz « kertolaskun osittelulaki

A8 | On olemassa nollasta poikkeava luku yksi eli 1 siten, ettd kaikilla luvuilla x pitee
1x = x.

A9 | Jokaista nollasta poikkeavaa lukua x vastaa kééinteisluku ~ siten, ettd x - i =1

VAHENNYSLASKUN MAARITELMA Lukujen x ja y erotus on
x—y=x+(=y)

JAKOLASKUN MAARITELMA Luvun x ja nollasta poikkeavan luvun y osaméiri on

=X —==--X

<L e
R

x
y
Luku x on jaettava ja y jakaja. Lukujen x ja y osaméérd merkitdin g tai x/y tai x:y.

Kun x ja y ovat luonnollisia lukuja, osamairaa 5 kutsutaan murtoluvuksi. Tilloin x on osoittaja

jay nimittdjia. Naitd nimityksid kdytetddn usein muulloinkin jaettavasta ja jakajasta.

Rationaaliluvuilla tarkoitetaan murtolukuja, niiden vastalukuja ja lukua 0.




ESIMERKKI A) x—x=x+(—x) =0

B) ;—C =x- % = 1, kun x on nollasta poikkeava

Bet Miksi aksioomat annetaan juuri noin? Miké on tavoitteena?

Tavoitteena on mééritelld matematiikan kulmakivi, reaalilukujen jarjestelmi. Se on kaikkialla maa-
ilmassa kéytossd, lukemattomien sovellusten ja matemaattisten jarjestelmien perustana. Aksioomat
valitaan mahdollisimman yksinkertaisiksi ja selkeiksi. Muistattehan, ettd vield tarvitaan kaksi aksi-
oomaryhmaii. Palataan niihin kolmantena ja neljdntend luentoyona.

Chia Voiko olla useita lukuja nolla tai useita lukuja yksi?

Jarkeva ajatus. Ei voi. Todistamme tdmén nollan osalta, luvun yksi yksikésitteisyys todistetaan vas-
taavalla tavalla.

LAUSE 1.1 Nolla on yksikésitteinen, siis on olemassa vai yksi luku nolla.

TODISTUS Olkoot 0 ja 0 nollia. Nollan méérittelevin aksiooman A3 perusteella

o o
o o

Il
o o

+
+

Yhteenlaskun vaihdantalain A1l perusteella ndiden yhtidloiden vasemmat puolet ovat yhtd suuret
joten myos oikeat puolet ovat yhtd suuret: 0 = 0. ]

Atsteekkien nolla, joka on peraisin reliefistd vuodelta 702.
Nollia on vain yksi, mutta nollan symboleita lukemattomia.




C‘Bgfa On helpottavaa ajatella, ettd nollia on vain yksi. Muutoinhan leipdkin olisi loppu monella eri

tavalla. Vield hurjempaa olisi, jos olisi kaksi lukua yksi. Entdpé vastaluku ja kdénteisluku, ovatko
nekin yksikésitteisid?

Ovat. Perustelemme asian kddnteisluvun osalta. Vastaluvun yksikésitteisyys osoitetaan samaan ta-
paan.

LAUSE 1.2 Luvun kédénteisluku on yksikésitteinen. Tdma tarkoittaa, ettd jokaisella nollasta poik-
keavalla luvulla on tdsmélleen yksi kdanteisluku.

TODISTUS Oletamme, ettd nollasta poikkeavalla luvulla x olisi kidnteisluvut y ja z. Aksiooman
A9 perusteella xy = 1 ja xz = 1. Ndiden avulla saadaan

y=1y * luvun yksi mééritelma A8
= (xz)y * oletus
= x(zy) * kertolaskun liitdntdlaki A6
= x(yz) * kertolaskun vaihdantalaki A5
= (xy)z * kertolaskun liitdntdlaki A6
=1z * oletus
=z * luvun yksi mééritelma A8

Nihdéaan, ettd y = z, toisin sanoen kadanteisluku on yksikésitteinen. ]

SUPISTUSSAANTO 1.3 Olkoon y nollasta poikkeava luku. T#ll6in y - 5 = X.

TODISTUS Koska y # 0, on osamaéri 5 madritelty. Sievennetdédn viiteyhtdlon vasenta puolta:

x 1 . o ;
yS=y (; . x) * jakolaskun mééritelma
= (y . 3—1/) - X * kertolaskun liitantélaki A6
= 1x * kddnteisluvun mairitelma A9
=x * luvun yksi médritelma A8 |

@wg 8 . wm tal %I’ Loni i ofonkoii ta, i (. noi W




2 . REEIEllilUkLIjEﬂ EllgEhr'EIE Jos kuvittelet, etta 2x2 = 4 on absoluuttinen totuus,

et ymmérrd matematiikasta yhtaan mitéan.
Albert Einstein

SMM%@,MM@WMOM%}MMWM %ow,mwmwm

Palataan lukujen ja yhtédldiden maailmaan.
LAUSE 2.1 Yhtilot x = y ja x + z = y + z ovat yhtdpitavia eli

xX=y & x+z=y+z

TODISTUS Oletetaan, ettd x = y. Talldin x + z = y + z, silld lausekkeissa x + z jay + z
on samat yhteenlaskettavat.

Oletetaan, ettd x + z = y + z. Téll6in edellisen kohdan perusteella
x+2)+(-2)=U+2)+(-2)
Sievennetdédn yhtilon vasenta ja oikeaa puolta.

x+ (z + (—Z)) =y+ (z + (—z)) * yhteenlaskun liitantalaki

x+0=y+0 * vastaluvun méaritelma
xX=y * nollan mééritelma
Oletuksesta x + z = y + z seuraa siis x = y. ]

Edellisen lauseen mukaan yhtilo sdilyy yhtdpitdvind, kun yhtdlon molemmille puolille lisdtddn sa-
ma luku z. Korvataan z vastaluvulla —z ja sovelletaan vihennyslaskun mairitelmaa. Saadaan

X=y © x—z=y—z

Shia Pitevitkd edelliset tulokset, jos yhteen- ja vahennyslasku korvataan kerto- ja jakolaskulla?

maan tapaan, joten voinemme sivuuttaa ne.

xX=y & xz=yz (z+0) x=y o =Z=ZX (z+0)




YHTEENVETO 2.2

Yhtasuuruusmerkki jakaa yhtidlon vasempaan ja oikeaan puoleen. Yhtdlo sédilyy yhtépitdvanid, kun
yhtdlon

e molemmille puolille lisdtdén sama luku,
e molemmilta puolilta vihennetdén sama luku,
e molemmat puolet kerrotaan samalla, nollasta poikkeavalla luvulla,

e molemmat puolet jactaan samalla, nollasta poikkeavalla luvulla.

Korostan, ettd yhtdload ei pidé kertoa puolittain luvulla nolla. Asia tuntuu selvélté, jos nolla on mer-
kitty pyoryland 0. Kun silld kerrotaan puolittain, muuttuu yhtild heti muotoon 0 = 0, jolloin hily-
tyskellot alkavat soida.

Virhe tapahtuu ja jad huomaamatta yleensd silloin, kun kertoja on monimutkaisessa muodossa.
Esimerkiksi luku 1 + xy on yleensd nollasta poikkeava ja silloin silld voi kertoa yhtdlén puolittain.
Mutta on muistettava pois sulkea ne luvut x ja y, jotka tekevit lausekkeen nollaksi.

Silbasati Entdpé yhtdlon jakaminen puolittain nollalla?

Jakolasku perustuu aksioomaan A9 ja siind ei suoda mahdollisuutta nollan kdinteislukuun. Nollalla
jakaminen on siis aina kielletty. Harvapa yrittdd montaa kertaa jakaa nollalla, jos nolla on yksinker-
tainen 0. Virheitd alkaa tulla, kun jakaja on monimutkaisemmassa muodossa. Viittaan dsken mainit-
tuun nollalla kertomiseen.

Suhteellisuusteorian luoja Albert Einstein oli yhtaldihinsa nojautuen paatellyt, ettd maailmankaikkeus ei kutistu eika laajene.
Matemaatikko Alexander Friedmann julkaisi vuonna 1922 artikkelin, jossa han osoitti Einsteinin yhtaldita kayttaen, etta maail-
mankaikkeus voi laajeta. Einstein ei voinut uskoa, ettd hénen teoriansa mukaan useat eksoottisetkin maailmankaikkeudet ovat
mahdollisia. Friedmann lahetti Einsteinille kirjeen, jossa kertoi minka virheen tamé oli tehnyt laskuissaan. Virheend oli yhtalin
jakaminen puolittain tekijalla, joka joskus voi saada arvon nolla. (Lahde: Maalampi, 2006 )

Jatkossa pidimme yhteen- ja kertolaskun vaihdantalakeja “itsestdén selvind”. Tama tarkoittaa, ettd

emme vilttdmattd huomauta soveltaessamme niitd. Samoin toimimme lukujen 0 ja 1 mééiritelmien
kohdalla ja véhitellen kaikkien muidenkin algebrallisten aksioomien kohdalla.

TULON NOLLASAANTO 2.3 Kahden luvun tulo on nolla tdsmilleen silloin, kun ainakin toinen
tulon tekij6istd on nolla:

xy=0 & x=0taiy=20




TODISTUS Osoitetaan ensin, ettd 0y = 0 kaikilla luvuilla y. Muodostetaan yhtépitévien yhta-
16iden ketju. Pddmaidrdna on yhtilo, jonka totuus on ilmeinen. Tdlloin kaikki ketjun yhtdlot ovat
tosia. Erityisesti ketjun ensimméinen yhtdlo on tosi.

Oy=0 * yhtilo, joka halutaan todistaa
Oy+yy=0+yy * lisatty molemmille puolille yy
y(0O+y)=yy * kertolaskun osittelulaki, nollan maéritelma
yy =yy * nollan mééritelma
TOSI

Alkuperdinen yhtdlo on yhtdpitdva toden yhtdlon kanssa, joten alkuperédinen yhtilo on tosi.

[=]Olkoon xy = 0. Oletetaan, ettd esimerkiksi y # 0. Osoitetaan, ettd tilloin x = 0. Muodoste-
taan yhtépitdvien yhtdloiden ketju 1dhtemailld oletuksesta. Talloin kaikki ketjun yhtdlot ovat tosia.
Erityisesti ketjun viimeinen yhtilo on tosi.

xy=0 * oletetaan todeksi
xy = 0y * edellisen kohdan mukaan 0 = Oy
x=0 * yhtilo sdilyy yhtépitdvand kun molemmat
puolet kerrotaan nollasta poikkeavalla
luvulla
Kohdat " & " ja " = "osoittavat viitteen oikeaksi. [

ESIMERKKI Olkoon y nollasta poikkeava. Talloin jakolaskun mééritelmédn ja edellisen lauseen
perusteella

=0--=0 Q

0 1
y y

MERKKISAANNOT 2.4 Kaikilla luvuilla x ja y on voimassa:

A) —(—x)=x B) (-Dx = —x C) (—x)y=—-(xy) D) (=x)(—y) = xy

TODISTUS Kohdissa A ja B muodostetaan yhtipitdvien yhtiloiden ketju. P4damaérana on yhtilo,
jonka totuus on ilmeinen. Télloin kaikki ketjun yhtélot ovat tosia. Erityisesti ketjun ensimméinen
yhtilo on tosi.

A) —(—x)=x * todistettava yhtdlo
—(=x)+ (—x) =x+ (—x) * lisdtty —x molemmille puolille
0=0 * vastaluvun mééritelma
TOSI




B) (-Dx =—x * todistettava yhtdlo

(-Dx+1x=—-x+x * lisétty 1x eli x molemmille puolille
(D+Dx=—-x+x * kertolaskun osittelulaki
0x =0 * vastaluvun méairitelma
0=0 * tulon nollasdénto 2.3
TOSI

Kohdissa C ja D muutetaan vditeyhtdlon vasen puoli asteittain véiteyhtdlon oikeaksi puoleksi.
C) Kohtaa B ja kertolaskun liitdntélakia soveltaen

-0y = ((Dx)y = (D) = - (xy)

D) Kohtia C ja A soveltaen

0(=y) = —(x(-y) = - () £ xy .

JAKOSAANNOT 2.5 Oletetaan, ettd nimittéjissi olevat luvut ovat nollasta poikkeavia. Tlldin

=X ) Xypz_x¥z
yu y oy oy

Ju_xu B) _ X Q)
v

A) z Z D
yv y yv

<8l R
Il
=
SEE R

x
y

TODISTUS A) Aloitetaan viiteyhtdlostd ja muodostetaan yhtépitdvien yhtédloiden ketju. Padmaa-
rdand on yhtéld, jonka totuus on ilmeinen. Télloin kaikki ketjun yhtélot ovat tosia. Erityisesti ketjun
ensimmainen yhtilo on tosi.

X U xu vegee ot peees .
3T o * yhtilo, joka pitda todistaa
(i ) %) - (yv) = ;_;‘ - (yv) « kerrottu puolittain luvulla yv
(y . %) . (v . %) = ;—Z - (yv) * kertolaskun vaihdanta- ja liitdntilaki
Xu = xu * supistussdinto 1.3
TOSI

B) Sovelletaan sivun 5 esimerkkid ja edellistd kohtaa.

v _ Xv
v

_yv

.1:

[RAR

x x
y y
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C) Sovelletaan osamédran madritelméad, edellistd kohtaa ja supistussdantod 1.3.

X 1 1-v v
T=X T =X g =X~ o,
= = —v u
v v v
D) Sovelletaan kohtia C ja A.
X
y _ X vV _ Xv
TTYUT
~ Y y

E) Sovelletaan jakolaskun mééritelméa ja aksioomia.

Al-Khwarizmi
1 1 1 xX+z
=x-t+z-—-=x+2z) - =— [

y y ( ) y 5 (s. 14)

+

IR
<IN

HUOMAUTUKSIA 1) Jakoviivan yli- ja alapuolella olevien lukujen kertominen samalla luvulla
on laventamista. Nididen lukujen jakaminen samalla luvulla on supistamista. Lauseen 2.5B
perusteella laventaminen ja supistaminen sdilyttdd osamédrén arvon.

laventamista
277 T
X XU
y yv
N,
supistamista

2) Lauseen 2.5C kohdan mukaan jakaminen luvulla % merkitsee samaa kuin kertominen luvulla %

3) Kertomalla yhtdlon % = % molemmat puolet nollasta poikkeavalla luvulla yv saadaan yhtépitiva

yhtédlé xv = yu. On tapana sanoa, ettd yhtdlot on saatu toisistaan “kertomalla ristiin”.

ristiinkertominen

-— -
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USEAN LUVUN SUMMA JA TULO Yhteenlaskun liitintdlain mukaan x + (y + z) = (x + ) + z.
Ryhmittelylld ei siis ole vaikutusta summaan, joten sulut voidaan jéttdd merkinndsti pois. Néin tu-
lee médritellyksi kolmen luvun x, y ja z summa x + y + z. Edelleen méairitelldin

neljan luvun summa x+y+z+tu=x+y+z)+tu
viiden luvun summa x+y+tz+tut+tv=(x+y+z+u)t+v
kuuden luvun summa x+y+z+tu+v+tw=x+y+z+utv)+w

Talld tavoin jatkaen voidaan mdiiritelld vaikkapa sadan luvun summa. Vaihdantalain mukaan yh-
teenlaskettavien jarjestykselldkéén ei ole merkitystd. Summalausekkeen yhteenlaskettavia kutsutaan
termeiksi. Kaksiterminen summalauske on binomi ja kolmiterminen trinomi. Esimerkiksi
(a+ b)(x + y + z) on binomin ja trinomin tulo.

Vastaavalla tavalla mééritellddn useampien lukujen tulo. Esimerkiksi kolmen luvun x, y ja z tulo on
xyz = x(y2) = (xy)z.

SUMMIEN KERTOLASKU Aksioomien avulla on helppoa todistaa summalausekkeiden termeit-
tdin kertominen. Esimerkiksi (a + b)(x + y+z) =ax + ay + az+ bx + by + bz.

Tulo muodostetaan mukavasti termi termiltd ruudukossa. Symboli X viittaa tulojen yhteenlaskuun.

s
y | | by = ax + ay + az + bx + by + bz
x |ax | bx

a |b

Silavati Entd alussa mainittu kuutonen? Voitteko jo, prof. Corvus Adamas, kertoa mika se on?
Luku 1 on méiritelty aksioomassa A8. Edelleen mééritelldin
2=1+1, 3=2+1, 4=3+1, 5=4+1, 6=5+1
PBet Olemme aikaisemmin oppineet, ettd 2 - 3 = 6. Pateeko tdma edelleen?
Pétee. Kerrotaan termeittéin ja huomioidaan, ettd 1 -1 = 1:
2:3=(1+1D)A+1+1)=14+14+1+1+1+1=6
Séranas Misti tiedetddn, ettd esimerkiksi 2 # 17?

Todistan epésuorasti, ettd 2 # 1. Vastavdite2=1eli 1 +1 =0+ 1. Lauseen 2.1 mukaan tdma yhté-
16 on yhtépitdva yhtdlon 1 = 0 kanssa. Tdmé on aksiooman A8 perusteella ristiriita. Vastaviite ei
siis pade, joten 2 # 1.
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LUVUN NELIO JA KUUTIO ovat tirkeiti kertolaskun erikoistapauksia.

x toiseen

x potenssiin kaksi
xx = x?
x:n nelio

X potenssiin kolme
xxx = x3 x kolmanteen
x:n kuutio

MUISTIKAAVAT 2.6 Kaikille luvuille x ja y on voimassa

A [x—y)x+y)=x*—y? B) |(x+y)? =x*+2xy +y°

Ylemmat merkit vastaavat toisiaan,
samoin alemmat.

TODISTUS Lasketaan kertolaskut ruudukoissa.

A) (x=y)(x+y) B) (x +y)? (x —y)°
y | | —y? y x| ¥ || ¥
x| x% | =xy x| x% | xy x| x* | —xy
X -y -l x y i -y
z 2 z
= xz—yz =x2+2xy-|-y2 =x2—2xy+y2 ]

HUOMAUTUS Algebrassa kunta tarkoittaa jarjestelmad, joka toteuttaa aksioomat A1-A9. Kaikki
tdhdn mennessé esitetyt médritelmét, merkinnit ja lauseet pitevit missd tahansa kunnassa. Reaali-
luvuilla on siis kunnan rakenne.

Aksioomien A3 ja A8 mukaan jokaisessa kunnassa on ainakin kaksi lukua nolla 0 ja yksi 1. Heréda

1 tai 1 + 1 =0. Edellinen ei voi olla mahdollinen, silld silloin olisi 1 = 0 miké on vastoin aksioomaa
AS8. On siis oltava 1 + 1 = 0. Tutkimme, ovatko aksioomat tdlloin voimassa.

Yhteenlaskun vaihdantalaki ja kertolaskun vaihdanta- ja liitdntélaki patevét selvésti. Luvun 0 vasta-
luku on 0, luvun 1 vastaluku on 1. Luvun 1 kdénteisluku on 1.

Yhteenlaskun liitdntédlaki patee, silld jos 1° jokin luvuista x, y, z on 0, antavat x + (y + z) ja
(x + ) + z tulokseksi kahden muun luvun summan ja ovat siis yhtd suuret, 2° kaikki luvut x, y, z
ovat ,onx+ (y+z)=1=(x+7y)+z

Kertolaskun osittelulaki pétee, silla 0(y +z) =0 =0y 4+ 0zjal(y+2z) =y +z=1y + 1z.
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Muodostuu kunta, joka siis on suppein mahdollinen! Jirjestysaksioomat J1-J4, joihin tutustumme
seuraavalla luennolla, eivit tdssd suppeassa kunnassa pade. Esimerkiksi aksiooman J3 mukaan

0<1=0+1<1+1 =1<0

Tama on ristiriita, silld aksiooman J1 mukaan ei voiolla0 < 1jal < 0.

Shia Hubh, tulihan tuossa melkoisesti sulateltavaa. Mistd nimitys algebra on saanut alkunsa?

Nimitys juontuu 800-luvulta, jolloin irakilainen matemaatikko Al-Khwarizmi julkaisi teoksen A!/-

é:}/mﬁofz' . {,cufum’k‘oz'na fuo£MVafV<gja Jausui ;%fl;ertz'sta:

Es werde nie in seinem Leben etwas Rechtes aus ihm warden.
Han ei koskaan tule parjaamaan missaan.

Sibasati Myos Ludwig van Beethovenin opettaja lausui Beethovenista, ettd “tdmai ei ollut ikinddn

oppinut mitiin eiké tulisi koskaan séveltimain sdddylliseen tyyliin”.
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