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Johdanto

Maxwellin yhtdlot antavat sahkokentdn jamagneettikentdn, kun tunnetaan avaruu-
denvaraustiheys ja virrantiheys. Kun varattu hiukkanen liikkuu saihkdmagneettises-
sa kentdssd, siihen kohdistuu Lorenzin voima

F=q(E+vXB),

missd F on hiukkaseen vaikuttava voima, q on hiukkasen varaus, E on sahkdkent-
td, v on hiukkasen nopeus ja B on magneettikenttd. Varattuun hiukkaseen vaikutta-
va voima ei siis ole pelkastaan paikan funktio, vaan riippuu myds varatun hiukkasen
nopeudesta. En tunne historiaa kovin hyvin, mutta kasittaakseni, kun 1900-luvun
alkupuolella haluttiin uudistaa painovoimateoriaa, esikuvana pidettiin Maxwellin
yhtdldiden kaltaista kenttdteoriaa, jossa kappaleeseen vaikuttava painovoima olisi
kappaleen paikan ja nopeuden funktio. Ndin paadyttiin Einsteinin kenttayhtdloihin,
joiden ratkaisu antaa avaruudelle metrisen perustensorin. Metrinen perustensori
kuvaa avaruuden kaareutumista. Metrisen perustensorin avulla voidaan laskea kay-
ranpituus kaareutuvassa avaruudessa. Kdyranpituuden minimoivat radat ovat mah-
dollisia taivaankappaleen ratoja kaareutuvassa avaruudessa.

Kayranpituus voidaan esittdd madarattynd integraalina ja talloin kdyranpituuden mi-
nimoiva ajasta riippuva paikkavektori saadaan Eulerin yhtadloiden ratkaisuna. Eule-
rin yhtdlGt ovat toisen kertaluvun differentiaaliyhtdloita, joissa esiintyy ajasta riip-
puvan paikkavektorin komponentit x(t), y(t), z(t) ja ndiden ensimmaiset ja toiset
derivaatat ajan suhteen. Differentiaaliyhtdlon ratkaisu x(t), y(t), z(t) on taivaankap-
paleen rata kaareutuvassa avaruudessa. Jos samaa Eulerin yhtdloiden ryhmaa kat-
soo toisesta nakokulmasta, siind voi ndhda lineaarisen yhtadléryhman kiihtyvyyden
komponenteille kappaleen paikanjanopeuden funktiona. Koska kiihtyvyys on sama
kuin voima massayksikkoa kohti Eulerin yhtdlot antavat suoraan kappaleeseen vai-
kuttavan relativistisen voiman kappaleen paikan ja nopeuden funktiona. Kuten kir-
jassa jdljempana esitetdadn tilanne ei ole ndin yksinkertainen, koska kappaleen no-
peus on erilainen kuhunkin avaruudessa liikkuvaan taivaankappaleeseen nihden,



eikd ndin ollen kappaleelle voida kdyttda jotakin yhta tiettyd nopeutta sen rataa las-
kettaessa. Tamad ongelma kierretddn kirjassa laskemalla voimat kullekin kappalepa-
rille erikseen ja summaamalla nama voimat. Talld tavalla saadaan tulos, mutta tulos
ei liene oikein muulloin kuin laskettaessa tapausta, jossa on vain kaksi vuorovaikut-
tavaa kappaletta. Se lienee kyllakin hyva approksimaatio relativistiselle ratkaisulle
sellaisessa heikohkossa painovoimakentdssa, jossa suhteellisuusteoreettiset efektit
ovat pienehkdja kuten laskettaessa Aurinko, Kuu, Maa systeemia, jolle relativistinen
lasku antaa ldhes tdysin saman tuloksen kuin lasku Newtonin mekaniikan mukaan.



1. Taivaankappaleen rata

11 Merkinnoista

Tassa kirjassa kdytetddn painoteknisistd ja luettavuussyistd sekaisin kahdenlaista
merkintdd nopeuksille ja kiihtyvyyksille

1:1:1 —IE P =K, ==Y, =Y, == =2

( ) dt 3 ?odt y =V G z
d?x o A%y _ d?z _ _
dt? x =% gz = Gy i B = =

1.2 Metriikka

Kuten mm. viitteessd /1/ on esitetty avaruuden massajakautuma madrittaa avaruu-
den metrisen perustensorin eli metriikan gij(x,y,z). Ajan funktiona esitetyn kayran
x(t), y(t), z(t) neliulotteinen kdyrdelementti saa muodon

(1.2.1)

ds = \/g11dx? + go2dy? + g33dz? + gipdxdy + gy3dxdz + gradydz + gasd(ct)?

= J,guv,? &+ 92217; + 93302 + G12ViVy + G130V, + G2V, + Gaactdt

ja neliulotteinen kdyrdnpituus s saadaan aika-avaruudessa integraalina

(1.2.2)

t
s = fo \/911175? + 92217;2: + g33V + G12ViVy + G13VxV; + G23VyV; + Gasc?dt



Eo. kaavoissa v, on x-akselin, Uy, on y-akselin ja 1, on z-akselin suuntainen nopeus.
Suoraviivaisessa Eukleideen avaruudessag,,=1,9, =9,,=9, =-1jag,,=9g.=9, =0.

Yleisessa suhteellisuusteoriassa etsitdan sellainen rata x(t), y(t), z(t), joka minimoi
radanpituuden s metriikalla g varustetussa avaruudessa. Ratalasku jakaantuu kah-
teen osaan. Ensin on ratkaistava avaruuden metriikka g ja taman jdlkeen mddritet-
tavdjoillakin reunaehdoilla lyhin viiva eligeodeettinen viiva tdssa avaruudessa. Reu-
naehtona voidaan antaa esim. planeetan etdisyys auringosta aphelissa ja perihelis-
sd. Tama geodeettinen viiva on sitten taivaankappaleen rata.

Ratkaisu metriikaksi yleisessd tapauksessa (avaruudessa mielivaltainen massaja-
kautuma) saadaan siirtymadlla ns. painovoimakoordinaatistoon kuten viitteessa /1/
on esitetty ja alla lyhyesti kerrattu.

1.3 Painovoimakoordinaatisto

Olkoon avaruudessa tiheysjakautuma p. Talloin Newtonin potentiaalikenttd U to-
teuttaa

1.3 UGxy,2) = —G I i dxodyodz
L \/

(xo—x)2+(yo-y)2+(zo-2)?

(1.3.2) V2U = 4nGp

Keskeiskentdssd, jossa M-massainen kappale sijaitsee origossa, potentiaalikent-

td saa muodon
GM M

(1.3.3) e e~ o
missa G on yleinen gravitaatiovakio.

Usean (n kpl) taivaankappaleen aiheuttama potentiaalikenttd pisteessa (x,y,z) las-
ketaan summana

GM;

(1.3.4) Ulx,y,z) =X, ,

Ti



Yleinen suhteellisuusteoria antaa taivaankappaleen ra-
dan Eulerin yhtiloiden ratkaisuna. Ratkaisu on sellainen
ajasta riippuva paikkavektori, joka minimoi radanpituu-
den kaareutuvassa avaruudessa. Samoja Eulerin yhta-
16itd voidaan katsoa myos toisesta nakokulmasta. Ne
voidaan tulkita yhtiloryhmaksi kappaleen kiihtyvyyden
koordinaattiakselien suuntaisille komponenteille kap-
paleen nopeuden ja paikan funktiona suoraviivaisessa
Eukleideen avaruudessa. Kiihtyvyydet voidaan ratkaista
yhtaloryhmastd numeerisesti. Koska kiihtyvyys on sama
kuin voima massayksikkoa kohti, saadaan tulokseksi
kappaleeseen vaikuttava relativistinen voima. Talla ta-
valla voidaan laskea useiden kappaleiden radat yhta-
aikaisesti yleisen suhteellisuusteorian mukaisesti.
Kirjassa on esitetty tarkempi laskenta-algoritmi,
FORTRAN:-kielinen ohjelma ja useita

laskettuja esimerkkitapauksia.
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